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1 Uvod

Poslednjih decenija teorija grafova je postala veoma vazna oblast matematike koja
hemije, elektrotehnike, genetike preko arhitekture i geografije, pa sve do drustvenih
nauka kao $to su lingvistika i sociologija. Ova, relativno nova grana matematike je u

XX veku dozivela ekspanziju i od tada se sve brze razvija.

Prvim nauénim radom vezanim za teoriju grafova smatra se rad Leonarda Ojlera (1707-
1783) iz 1736. godine na temu Sedam mostova Kalinjingrada (v. poglavlje 7). Nakon
ovog i nesto kasnije Vandermondovog rada o problemu konji¢evog skoka, teorija grafova
postaje sve popularnija medu matematicarima XVIII i XIX veka. Ojlerovu formulu o
broju grana, ¢vorova i lica konveksnog poliedra su proucavali i francuski matematicari
Ogisten Luj Kosi (1789-1857) i Simon Zan Antoan Luije (1750-1840) &to je predstavljalo

zacetak nove oblasti matematike, topologije.

Sto je teorija grafova vremenom sve vise napredovala, nalazila je sve ucestalije primene u
drugim naukama. Doprinos engleskog matematicara Artura Kejlija (1821-1895) zacetku
enumerativne teorije grafova kojom je kasnije nastavio da se bavi madarski matematicar
DerdPolja (1887-1985), bio je veoma znacajan za dalji razvoj teorijske hemije i fizike.
Sredinom XIX veka teorija grafova pocinje da se proucava i pomocu algebre, Sto je
prvi u svojim radovima predstavio nemacki fizicar Gustav Kirhof (1824-1887), ¢uven
po Kirhofovim zakonima o odnosu struje i napona u elektri¢cnom kolima. Razvoj prob-
abilistickih metoda u teoriji grafova tokom XX veka, posebno u studijama Pala Erdesa
(1913-1996) i Alfreda Renjija (1921-1970), doveo je do razvoja nove oblasti poznate kao

teorija slucajnih grafova.

Prvi udzbenik na temu teorije grafova napisao je madarski matematicar jevrejskog
porekla Denes Kenig (1884-1944) 1936. godine, a udzbenik Frenka Hararija (1921-2005)

iz 1969. smatran je za najbolji udzbenik na pomenutu temu svoga vremena.

2 Osnovni pojmovi

Na samom pocetku definisimo pojam grafa.

Definicija 2.1 Neorijentisani graf je par skupova G = (V, E) koji zadovoljava E C
V2.



Dakle, elementi skupa F su dvoclani podskupovi skupa V. Uobicajeni nacin prikazi-
vanja grafa u ravni je pomoc¢u tacaka (koje predstavljaju ¢vorove grafa, odnosno ele-
mente skupa V') i duzi koje spajaju te tacke (grane grafa, odnosno elementi skupa FE)
(Slika 1)

Slika 1:  Graf na skupu ¢vorova V= {1,..,7} sa skupom grana E =

{{1,2},{1,5},{2,5}, {3, 4}, {5, 7}}

Skup ¢vorova grafa G obelezava se sa V(G), a skup grana sa E(G) (Napomenimo da su
ove oznake nezavisne od imena skupova, tj. skup temena grafa H = (Z, N) se i dalje

oznacava sa V(H))

Definicija 2.2 Red grafa predstavija broj njegovih cvorova i oznacava se sa |G| =

|[V(G)], a broj grana se obelezava ||G|| = |E(G)|

Grafovi mogu biti konacni i beskonaé¢ni, u zavisnosti od njihovog reda. U nastavku rada

bavi¢emo se samo konacnim grafovima. Graf reda 0 ili 1 se naziva trivijalan graf.

Definicija 2.3 Dva cvora z iy grafa (V, E) su susedna ako postoji grana e = (x,y) €
E. Cworovi z iy su krajnje tacke grane e, a za évor x € V i granu e € E (odnosno
cvor y i granu e) kaZemo da su incidentni i da se grana e stiée u cvoru x (odnosno

y). Dve grane su susedne ako se sti¢u u istom c¢voru.

Granu e = {z,y} mozemo jednostavnije zapisati kao e = xy (ilie = yx). Akojer € X i

y € Y, onda je zy X —Y grana. Skup svih X —Y grana obelezava se sa E(X,Y).

Dva ¢vora x # y grafa G su susedna ako je xy grana grafa G. Dve grane e # f su

susedne ako imaju jedan zajednicki ¢vor.

Definicija 2.4 Graf G je kompletan ako su svaka dva c¢vora medusobno susedna.

Kompletan graf sa n évorova se obelezava sa K™. (Slika 2)



Slika 2: Primer kompletnog grafa sa pet ¢vorova (K°).

Nesusedni ¢vorovi ili grane se nazivaju nezavisni. Formalnije, skup ¢vorova ili grana je

nezavisan ako nikoja dva njegova elementa nisu susedna.

Definicija 2.5 Dva grafa G = (V,E) i G' = (V' E') su izomorfna ako postoji bijek-
cija p: V= V' igde jexy € E < ¢o(x)p(y) € E' za sve x,y € V. Izomorfne grafove
G i G' oznacavamo sa G ~ G'. (Slika 3)

Definicija 2.6 Automorfizam izmedu grafova G i G' je izomorfizam gde vazi G =
G

Uglavnom ne pravimo razliku izmedu izomorfnih grafova. Stoga, obi¢no pisemo G = G’

(Ces¢e nego G ~ G').

Slika 3: Primer izomorfnih grafova

2.1 Podgraf i razapinjué¢i podgraf

Pisemo GUG' := (VUV'  EUE)iGNG = VNV ENE). Akoje GNG = @,
onda su G i G’ razdvojeni. Ako je V! C Vi E' C E, onda je G’ podgraf grafa G sto

oznacavamo sa G' C G (ili kazemo da G sadrzi G”).



Ako je U skup évorova (medu kojima su i ne nuzno svi ¢vorovi grafa (G) onda graf
G[V \ U] oznac¢avamo sa G — U. Drugim recima, graf G — U dobijamo iz G brisanjem
svih évorova iz U NV i njihovih incidentih grana. Ako je U = {v} jednoclani skup,
pisemo G — v umesto G — {v}. Umesto G — V(G’) pisemo jednostavnije G — G'. Za
podskup F' skupa [V]? pisemo G — F := (V,E\F)i G+ F := (V,EUF). Kaoiu
prethodnom slucaju, G — {e} i G + {e} se pisu krac¢e kao G —e 1 G +e.

Ako je G’ C G i ako G’ sadrzi sve grane xy € F, gde je x,y € V' onda je G’ indukovani
podgraf grafa G; kazemo da V' indukuje G’ u G i pisemo G' = G[V’]. Dakle, ako je
U C V bilo koji skup évorova, onda G[U] oznacava graf na skupu U ¢ije su grane tacno
one ¢iji se krajevi nalaze i u skupu V(G). Konacno, G' C G je razapinjuéi podgraf
grafa G ako je V! = V. (Slika 4)

Slika 4: Graf G sa podgrafovima G’ 1 G”. G’ je indukovani podgraf grafa G, dok G”

nije.

2.2 Stepen ¢vora

Neka je G = (V, E) (neprazan) graf. Skup suseda ¢voru v u G se obelezava sa Ng(v) ili
samo N (v) '. Generalno govoreci: za U C V susedi ¢vora iz skupa U, a koji se nalaze

u skupu V' '\ U nazivaju se susedi od U i njihov skup se obelezava sa N(U).

Definicija 2.7 Stepen (valentnost) da(v) = d(v) jeste broj grana |E(v)| koje izlaze iz

cvora v. Po definiciji grafa stepen ¢vora v jednak je broju suseda tog évora 2.
Cvor stepena d(V) = 0 naziva se jos i izolovan.

Broj 0(G) := min {d(v)|v € V} naziva se minimalni stepen grafa G. Broj A(G) :=
max {d(v)|v € V'} je maksimalni stepen grafa G. Ako svi évorovi grafa G imaju jednak

stepen k, kazemo da je G k-regularan, ili, jednostavnije, reqularan (Slika 5).

I'Mozemo izostaviti oznaku grafa u ideksu ako je referenca jasna.
2Ne vazi za multigrafove.



Slika 5: Petersenov graf: primer 3-regularnog grafa.

Prosecni stepen grafa G' mozemo predstaviti formulom:

Jasno je da vazi:

Prosecni stepen predstavlja broj grana po ¢voru u grafu GG. Nekada ¢e biti pogodnije

= Bl

da taj odnos izrazimo direktno kao (G) := v

Veli¢ine d i € su, naravno, povezane. Zaista, ako saberemo stepene svakog ¢vora poje-

dina¢no, broja¢emo svaku granu grafa tacno dva puta. Dakle,

B = 5 3 dv) = 5d(G) - V],

veV

odnosno, kada podelimo prethodnu jednakost sa |V| dobijamo

1
Iskaz 2.8 Broj cvorova neparnog stepena u grafu uvek je paran.

Dokaz. Posto za svaki graf nad skupom évorova V vazi |[E| = 33, - d(v), 3, d(v)

mora biti paran broj. 0

Iskaz 2.9 Svaki graf G sa bar jednom granom sadrzi podgraf H gde vazi 6(H) > e(H) >
£(G).



Dokaz. Da bismo konstruisali podgraf H iz grafa G, obrisimo prvo ¢vorove malog
stepena (jedan po jedan), sve dok ne preostanu ¢vorovi velikog stepena. Ocigledno,

mozemo brisati ¢vorove ¢iji je maksimalni stepen d(v) = £(G), a da pritom ne smanjimo

vrednost € (tj. da ne bude e(H) < ¢(G)). Ova tvrdnja se moze pokazati i ovako:

Ako je stepen ¢vora kojeg izbacujemo bas d(v) = €(G) bice:

Bl ELV] B |EL(VIZ1)
e(H) = |E| —d(v) _ |E] —(G) _ |E|_m B 4 N R |
V-1 Vi-1 Vi-1 Vi-1 Vi-1

CIEL(VI-D B
BRGED

upravo jednak sa e(G).

Dakle, sve dok brisemo ¢vorove ¢iji je stepen d(v) < g, ¢’ sledeceg (novodobijenog) grafa

nece biti manji od e, tj: € > &’

Formalno, konstruisemo niz G = Gy 2 G; 2 Gy O ... podgrafova od G na sledeéi
nacin: ako G; sadrzi ¢vor v; stepena d(v;) tako da vazi d(v;) < e(G}), brisemo taj ¢vor
i dobijeni podgraf postaje G;11 := G; — v; (Giz1 € G;). Ako takav ¢vor ne postoji,

zavrSsavamo niz podgrafova i postavljamo H := Gj.

Ako mozemo izabrati ¢vor v; koje ispunjava navedene uslove, ocigledno je da vazi:

e(Gipr) 2 €(G)

za svako 72, odakle sledi:

e(H) > e(@) (1)

Dalje, posto je e(K') = 0 < ¢(G) (jer po uslovu graf G ima bar jednu granu, t;.
bar dva ¢vora) nijedan od dobijenih podgrafova G; nije trivijalan, pa samim tim ni
podgraf H. Cinjenica da graf H vise nema ¢vorove pogodne za brisanje implicira
da vazi 0(H) > e(H), tj. i za ¢vor a sa najmanjim stepenom u grafu H ipak vazi

d(a) > ¢(H). U suprotnom bismo ga mogli obrisati. Dakle, vazi:
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§(H) > e(H) (2)

Iz (1) i (2) vazi:

d(H) >e(H) >e¢

—~

G)

3 Putevi i ciklusi

3.1 Put

Definicija 3.1 Put je neprazan graf P(V, E) sledeée forme: V = {xg,x1, T2, ..., Tk} 1

E =A{zoxy, 2129, ..., tp_12% } gde su svi x; razliciti za sve i < k.

Cvorovi o i xj, su povezani putem P i nazivaju se jos i njegovi krajevi. Cvorovi
x1,...,Tp_1 Su unutrasnji ¢vorovi puta P. Broj grana koje put sadrzi jeste njegova
duZina i put duzine k oznacavamo sa P* (k moze imati i vrednost 0; onda je P° = K1).
(Slika 6)

Cesto da oznaéimo put P zapisujemo niz ¢vorova koje P sadrzi. Na primer: P =

ToT1...T 1 nazivamo ga putem od xo do y (ili put izmedu xg i 7).

e
A

Slika 6: Put P = P% u grafu G.

Za 0 <1 < j <k pisemo:

3Preciznije, nizovi zox1...xk i TrxTp_1...To oznacavaju isti put. Ipak korisno je fiksirati prema
oznakama jedan niz ¢vorova iz V(P): tada mozemo govoriti o ”prvom” i ”poslednjem” ¢voru puta radi

lakseg razumevanja.



Px;, = xg.7;
o, P = x;..x

JQ}DIj = Ty Xy

Koristimo i sli¢ne intuitivne oznake za vise puteva povezanih u lanac; na primer, ako je
unija tri puta PxUxQyUyR ponovo put, mozemo jednostavnije pisati PxQyR. (Slika
7)

rPyQz

Slika 7: Putevi P, Q) i xPyQz.

Ako su dati skupovi ¢évorova A i B, onda put P = zy...r; nazivamo A — B put ako
vazi: V(P)NA = {zo} 1V (P)NB = {zx}. Takode radi jednostavnosti ponovo mozemo
pisati a — B put ukoliko je jedan kraj puta a, a drugi kraj pripada skupu B.

Ako je dat graf H onda se put P koji nije trivijalan i koji je takav da samo njegovi

krajevi pripadaju grafu H obelezava kao H-put.

3.1.1 Problem nalazenja najkraceg puta u grafu

Neka je svakoj grani e grafa G pridruzen realan broj w(e), koji se naziva njena tezina.
Onda se G, zajedno sa tezinama grana, naziva teZinski graf. Tezinski grafovi imaju
siroku primenu. Na primer, u grafu prijateljstva, tezine grana mogu oznacavati in-
tenzitet prijateljstva, a u grafu vezanom za komunikacije mogu predstavljati troskove
odrzavanja razli¢itih komunikacionih veza. Ako je H podgraf tezinskog grafa, tezina

w(H) je suma tezina njegovih grana: w(H) = > gy wie).

Sustina mnogih problema nalazenja optimalnog resenja u tezinskom grafu je u pronalasku
podgrafa sa minimalnom (ili maksimalnom) tezinom. Jedan takav problem je i problem

nalazenja najkraceg puta u grafu.



Neka je data mreza pruga koja povezuje razlicite gradove. Potrebno je odrediti najkracu
rutu izmedu dva odredena grada u mrezi. Ovaj problem se moze predstaviti i pomocu
tezinskog grafa gde je potrebno nac¢i put minimalne tezine koji povezuje dva ¢vora,
recimo ug 1 vp; tezine grana predstavljaju rastojanja izmedu direktno povezanih gradova,
te one, dakle, nisu negativne. Put predstavljen na grafu na slici 8 je ug — vy put

minimalne tezine.

1 2
<
2 6 5 3 9 7 9
1 6 2
L) 8 . Vo
1 7 2 4 3 1 4
9 1

Slika 8: ug — v put minimalne tezine.

U nastavku ¢e biti predstavljen algoritam za resavanje problema nalazenja najkraceg
puta. Zbog jasnijeg izlaganja termin tezine puta u tezinskom grafu ¢e biti zamenjen
terminom duzina puta; slicno, minimalna duzina puta u—wv ¢e biti zamenjena terminom
rastojanje izmedu v i v. Radi preciznosti daljeg izlaganja potrebno je naglasiti da je rec
o jednostavnom grafu (v. poglavlje 9) i da su vrednosti svih tezina pozitivne. Medutim,
poslednje nije striktno ogranicenje jer se krajevi grane mogu poklapati ukoliko je njena

tezina jednaka 0. Takode se prihvata da je w(uv) = oo ako uv ¢ E.

Algoritam pronalaska najkrac¢eg puta je otkrio Edsger Dajkstra 4 1959. godine. Algo-
ritam ne pronalazi samo najkraci ug — vy put, ve¢ najkrace puteve od uy do bilo kog
drugog ¢vora u grafu G. Osnovna ideja algoritma je sledeca: Pretpostavimo da je S
podskup skupa évorova V, takav da je ug € S i neka je sa S obelezen skup V' \ S. Ako
je P = uy...uv najkraéi put od ug do S, jasno je da je u € S i uy — @ deo puta P mora

biti ujedno najkra¢i ug — u put. Dakle,

d(ug,v) = d(ug, u + w(uv),

4Edsger Dajkstra (Edsger Wybe Dijkstra, 1930-2002) je bio holandski matematicar i informaticar

koji je 1972. godine dobio Tjuringovu nagradu za fundamentalne doprinose razvoju programskih jezika
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a rastojanje od uy do S je dato formulom

d(uo, S) = min,es,e5{d(uo, u) + w(uv)}. (3)

Ova formula je osnov Dajkstrinog algoritma. Pocevsi od skupa S = {ug}, rastuéi niz
So, 51, ..., Sy_1 podskupova skupa V' je konstruisan na taj nacin gde su na kraju i-tog
koraka poznati svi najkraci putevi izmedu uq i svih ostalih ¢vorova u S;. Prvi korak je
odrediti ¢vor najblizi ¢voru ug. To se postize racunanjem d(uy, 50) i odabirom ¢vora

uy € Sy takvog da vazi d(ug,u1) = d(ug, Sp). 1z (3) sledi:

d(ug, S) = min,eg, ves,{d(uo, u) +w(uv)} = min{w(uov)}

pa se d(ug, S) lako izracunava. Sada postavimo skup S = {ug, u; } i sa P; obelezimo put
upuy; to je ocigledno i najkraci ug —uy put. Generalno, ako su skup Sy = {ug, u1, ..., ux }
i odgovarajuéi najkraéi putevi Py, Py, ..., Py veé odredeni, ra¢unamo d(ug, Si) koristeéi
jednakost (3) i biramo &vor w1 € Sy, tako da d(ug, ugs1) = d(ug, Sk). Iz jednakosti (3)
sledi: d(ug, ug+1) = d(ug, u;) + w(u;uks1) za neko j < k, te dodavanjem grane w;uy4q

putu P; dobijamo najkraci uy — w41 put.

Slika 9: Ilustracija procesa nalazenja najkraceg puta u grafu pomocu Dajkstrinog algo-

ritma.
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3.2 Ciklus

Definicija 3.2 Ako je P = xg...x_1 put i ako je k > 3, onda se graf C':= P+ xp_110

naziva ctklus.

Kao sto je slucaj i kod puteva, mozemo oznagciti i ciklus kao (cikliéni) niz njegovih
¢vorova. Na primer, C' = xg...x5_179. Duzina ciklusa je broj njegovih grana (ili

¢vorova). Ciklus duzine k se naziva k-ciklus i obelezava sa C*.

Minimalna duzina ciklusa u G je obim grafa G i obelezava se sa g(G); maksimalna
duzina ciklusa u G je njegov opseg (c(G)). (Ako graf ne sadrzi ciklus postavljamo
9(G) = 00 i ¢(G) = 0). Grana koja povezuje dva ¢vora ciklusa, ali ne pripada njemu
naziva se tetiva ciklusa. Dakle, indukovani ciklus u grafu G (tj. ciklus u G koji formira

indukovani podgraf) nema nijednu tetivu. (Slika 10)

Slika 10: Ciklus C® sa tetivom zy i indukovanim ciklusima C°, C*.

Ako graf ima veliki minimalni stepen (§(G)) onda on sadrzi dugacke puteve i cik-

luse.

Iskaz 3.3 Svaki graf G sadrzi put duZine §(G) i ciklus duzine bar 6(G) + 1 (uz uslov
da je 6(G) > 2).

Dokaz. Neka je xg...xz; najduzi put u grafu G. Onda svi susedi ¢vora xj moraju biti
na tom putu. Cvor z; moze imati najvise k suseda i ako je bas §(G) = k (uzimamo
tzv. "najgori sluéaj”) opet e biti zadovoljen uslov da u grafu postoji put P@) | Dalje,
ako je i < k minimalno tako da vazi z;z, € FE(G), onda je x;...xxz; ciklus duzine bar
d(G) + 1. (Slika 11) O

Razdaljina dg(z,y) u grafu G izmedu dva ¢vora z i y jer duzina najkraceg x — y puta
u G; ako takav put ne postoji postavljamo d(z,y) := co. Najduza razdaljina izmedu

bilo koja dva ¢vora u G naziva se precnik grafa G i obelezava se sa diam(Q)

Iskaz 3.4 Svaki graf G koji sadrzi ciklus zadovoljava g(G) < 2diam(G) + 1.
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Slika 11: Najduzi put zg...z, i susedi ¢vora xy.

Dokaz. Neka je C' najkraéi ciklus u G. Ako je g(G) > 2diam(G) +2, sledi da taj ciklus
ima dva Cvora ¢ije je rastojanje u C bar diam(G)+ 1. U grafu G, dakle, mora postojati
krace rastojanje izmedu ta dva ¢vora koje ne pripada ciklusu C' (jer je diam(G) + 1 >
diam(G)), recimo da je to put P. Dalje, kako se C sastoji od dva x — y puta, krac¢i od
ta dva puta sa putem P formira ciklus ¢ija je duzina krac¢a od duzine ciklusa C' sto je

kontradikcija jer smo pretpostavili da je C' najkraci ciklus u G. Dakle,

9(G) < 2diam(G) + 2 < ¢(G) < 2diam(G) + 1

O

Cvor je centralan u G ako je njegova najduza razdaljina od bilo kog drugog ¢vora
najmanja moguca. Ovo rastojanje se naziva poluprecnik grafa G i obelezava se sa

rad(G). Dakle, formalno, rad(G) = mingevcymazycv(cda(e,y).

Iskaz 3.5 Graf G ciji je polupreénik najvise k i maksimalni stepen najvise d nema vise

od 1+ kd* ¢vorova.

Dokaz. Neka je z centralni ¢vor u GG i obelezimo sa D; skup ¢vorova u GG na rastojanju ¢
od z. Onda je V(G) = UE_,D; i |Dy| = 1. Kako je A(G) < d, onda je |D;| < d|D;_1]| za

i=1,...,kiodatle je |D;| < d' poindukciji. Sabiraju¢i ove nejednakosti dobijamo:

k
V(@) <1+ d <1+kd

i=1

O

Definicija 3.6 Setnja (duzine k) u grafu G je neprazan naizmenicni niz cvorova i

grana voegvie;...ex_1vy takav da je e; = {v;, vi41}.
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Ako je u Setnji vg = v, ona je zatvorena. Ako su svi ¢vorovi u Setnji razliciti, ona
definise put u G. Generalno, svaka Setnja izmedu dva Cvora sadrzi put izmedu tih

¢vorova.

4 Povezani grafovi

Definicija 4.1 Graf G je povezan ako izmedu bilo koja dva njegova ¢vora postoji put.
Ako je U C V(Q) i GIU] je povezan, kazemo takode da je U povezan (u G).

Iskaz 4.2 Cvorovi povezanog grafa G uvek mogu biti numerisani, na primer vy, ..., Up,

tako da je G; :== Glvy, ..., v;] povezan za svako i.

Dokaz. Oznacimo bilo koje teme kao v i pretpostavimo da su vy, ..., v; izabrani za neko
i < |G|. Sada izaberimo ¢vor v € G — G;. Posto je G povezan, on sadrzi put v — v;.
Zatim ozna¢imo sa v; 41 poslednji évor tog puta koji se nalazi u G — G; (iduéi od v ka
vy poslednji ¢vor u G — G; neka bude v;,1). Kako sledeé¢i ¢vor na putu v — vy posle v,
pripada grafu G;, dakle ¢vor v;,1 ima suseda u G;. Povezanost svakog grafa G; sledi iz

indukcije po i. 0

Definicija 4.3 Neka je G = (V, E) graf. Maksimalni povezani podgraf grafa G naziva
se komponenta. (Slika 12)

Primetimo da je komponenta, usled njene povezanosti, neprazan graf. Prazan graf,

dakle, nema komponente.

Slika 12: Graf sa tri komponente i minimalnim razapinju¢im povezanim podgrafom u

svakoj od njih

Akosu A, BCV iX CVUPE takvi da svaki A — B put u G sadrzi ¢vor ili granu iz X,
kazemo da X razdvaja skupove A i B u grafu G. Ovo dalje implicira da je AN B C X.

Uopstenije, kazemo da X razdvaja G, i skup X nazivamo razdvajajuci skup u G, ako X
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razdvaja dva ¢vora iz G — X u GG. Cvor koji razdvaja dva druga ¢vora iste komponente
naziva se presecni ¢vor, a grana koja razdvaja svoje krajeve je most. Dakle, mostovi u

grafu su one grane koje ne pripadaju nijednom ciklusu. (Slika 13)

Slika 13: Graf sa presecnim ¢vorovima v, x,y,w i mostom e = xy.

Graf G se naziva k-povezan (za k € N) ako |G| > k i ako je G— X povezan za svaki skup
X CV gde je | X| < k. Drugim re¢ima, ne postoji skup ¢vorova tog grafa sa k — 1 ele-
menata koji bi, ako bi se uklonio iz grafa, ucinio taj graf nepovezanim. Svaki neprazan

graf je O-povezan, a 1-povezani grafovi su svi netrivijalni povezani grafovi.

Najveéi broj k takav da je G k-povezan naziva se povezivost k(G) u G. Dakle, k(G) = 0

ako i samo ako je G nepovezan ili K'i k(K") =n—1zasven > 1.

Ako je |G| > 11 ako je G — F povezan za svaki skup F' C F sa manje od [ grana, onda
se (G naziva l-grane-povezan. Najvedi ceo broj [ takav da je GG [-grane-povezan je ivicna
povezivost A(G) u G. Specijalno, A(G) = 0 ako je G nepovezan. (Slika 14)

Slika 14: Oktaedar G (levo) sa K(G) = A(G) =4 igraf Hsak(H)=2,a AN(H) =4

Za svaki netrivijalni graf vazi:

K(G) < AMG) <0(G)°

®Dokaz. Dokazimo prvo A\(G) < §(G) max(A\(G)) = §(GQ) jer uklanjanjem svih grana iz ¢vora
sa minimalnim stepenom dobijamo nepovezan graf. Takode, maz(k(G) = §(G) jer uklanjanjem bas

toliko &vorova (JA(G)| évorova) koji sadrze date grane dobijamo nepovezan graf. Dakle, vazi k(G) <

@) < 3(G)
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Dakle, veliki minimalni stepen ne podrazumeva veliku povezivost x(G) ni veliku grana-

povezivost A(G).

5 Drvai Sume

Aciklican graf, odnosno graf koji ne sadrzi nijedan ciklus, naziva se Suma. Povezana
suma se naziva drvo (dakle, Suma je graf ¢ije su komponente drva). Cvorovi u drvetu
¢iji je stepen 1 nazivaju se njegovi listovi. Svako netrivijalno drvo ima bar dva lista;
na primer, krajevi najduzeg puta. Ako uklonimo jedan list sa drveta, graf koji ostane

takode je drvo. (Slika 15)

Slika 15: Drvo

Teorema 5.1 Sledeée turdnje su ekvivalentne za graf T':
1. T je drvo.
2. bilo koja dva c¢vora u'T' su povezana tacno jedim putem u T.

3. T je minimalno povezan, tj. T je povezan, ali T — e je nepovezan za bilo koje
ecT

4. T je maksimalno aciklican, t). T ne sadrzi cikluse, ali T + xy sadrzi za bilo koja

dva nesusedna cvora x i y.

Dokaz. Dokazimo ekvivalentnost tvrdnji 1 i 2: pretpostavimo da postoje dva ¢vora
x 1y u T povezana sa dva puta, recimo P, i P,. Tada bi P yPx bio ciklus, Sto je
kontradikcija sa definicijom da drvo ne sadrzi cikluse. Dokazimo sada ekvivalentnost
tvrdnji 2 1 3: kako izmedju bilo koja dva ¢vora postoji tacno jedan put, to vazi i za

dva susedna ¢vora. Ako uklonimo jednu granu e iz grafa T', njeni krajnji ¢vorovi ostace
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nepovezani. Dokazimo ekvivalentnost tvrdnji 2 i 4: neka su x, y i z évorovi u T' (gde
su x i y nesusedni i gde je se ¢vor z nalazi na putu x — y). Postoji ta¢no jedan z — x
put (P;) i tacno jedan z — y put (FP). Ako bismo grafu T dodali granu xy, onda bi
zPyxyPyz bio ciklus sto je kontradikcija.

O

Posledica 5.2 Cvorovi drvetamogu uvek biti numerisani, recimo vi,...,v,, takod a

svaki v; sa i > 2 ima jedinstvenog suseda u {vy, ..., v;_1}.
Dokaz. Dokaz ovog iskaza se izvodi na isti nacin kao i dokaz iskaza 4.2.

O

Posledica 5.3 Povezan graf sa n ¢vorova je drvo ako © samo ako ima n — 1 grana.

Dokaz. Indukcija po i pokazuje da razapinjuc¢i podgraf na prvih ¢ ¢vorova obelezenih
prema posledici 5.2 ima ¢ — 1 grana; ¢ = n dokazuje datu posledicu. Obratno, neka je
G bilo koji povezan graf sa n ¢vorova i n — 1 grana. Neka je G’ razapinjuée drvo u
grafu G. Kako iz prvog dela dokaza seldi da G’ ima n — 1 grana, zaklju¢ujemo da vazi
G=dG"

5.1 Problem nalazenja minimalnog razapinjuceg drveta

Pretpostavimo da u jednoj zemlji treba izgraditi mrezu zZeleznica koja ¢e povezivati n
gradova. Ako zbog finansijskih razloga ukupna duzina zeleznice mora biti minimalna,
onda graf formiran tako da n gradova predstavlja njegove ¢vorove i pruge izmedju njih
njegove grane, mora biti drvo. Problem je nadi algoritam koji bi mogao odrediti koje
od n"2¢ drva koja se mogu formirati tako da povezuju date gradove ée biti optimalno

(uz pretpostavku da su razdaljine izmedu gradova poznate).

Kao i problem nalazenja najkraceg puta u grafu, i ovaj problem moze biti predstavljen
pomocu tezinskih grafova. Tezine grana obelezavamo sa w(e), a cilj je pronadi razap-
injuée drvo u kompletnom grafu sa najmanjom moguéom tezinom W (7). Algoritam

koji lako resava ovaj problem je poznat kao pohlepni algoritam i zasniva se na odabiru

SEngleski matematicar Artur Kejli je dogao do formule da se pomoéu n évorova moze formirati

n"~2. Postoji vise dokaza koji potvrduju ta¢nost ove formule, ali ih ovde neéu iznositi.
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grana minimalne tezine tako da se prilikom formiranja razapinju¢eg grafa ne stvori
ciklus. Na primer, ako je dato 5 gradova kao Sto je prikazano na slici 16 konstrukciju
poc¢injemo odabirom grana AB (tezine 2) i BD (tezine 3). Sada ne mozemo izabrati
granu AD (tezine 4) jer bi se u tom sluc¢aju formirao ciklus ABD, tako da biramo granu

DE. Zatim uzimamo granu BC' ¢ime se konstrukcija drveta zavrsava.

Slika 16: Primer nalazenja drveta minimalne tezine u grafu.

Teorema 5.4 Neka je G povezan graf sa n c¢vorova. Onda sledeé¢a konstrukcija daje

resenje za problem nalaZenja minimalnog razapinjuceg drveta u grafu:
1. Neka je e; grana u G najmange teZine.

2. Definisimo ey, €, ..., e,_1 biranjem nove grane (sa zajednickim évorom sa jednom
od prethodno odabranih grana) najmanje moguce tezine koja ne formira ciklus sa

prethodno izabranim granama e;.

Dokaz. Cinjenica da je T razapinjuée drvo grafa G sledi iz teoreme 5.1 i posledice 5.3.
Pokazimo da je tezina drveta 71" formirana na ovaj nac¢in minimalna. Pretpostavimo

da je S razapinjuée drvo grafa G takvo da W (S) < W(T). Ako je e, prva grana
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u prethodno pomenutom nizu koja ne pripada S (a pripada T') onda podgraf od G
formiran dodavanjem grane e, grafu S sadrzi jedinstven ciklus C' koji sadrzi granu
ex. Kako C sadrzi i granu e koja nije u T, podgraf formiran uzimanjem grane ey
umesto e je razapinjuce drvo S’ grafa G. Medutim, po konstrukciji pomocu algoritma
vazi w(ep) < w(e), pa samim tim i W(S") < W(S) gde S’ ima jednu granu vise
zajednicku sa T nego §to je to slucaj sa S. Ovaj postupak se ponavlja sve dok se S’ ne
poklopi sa T" pa zaklju¢ujemo da vazi W(T') < W(S) sto je kontradikcija sa poc¢etnom

pretpostavkom.

6 Sazimanje i minori

Neka je e = xy grana grafa G = (V, FE). Sa G/e obelezavamo graf dobijen sazimanjem
grane e u novi ¢vor v, koji postaje susedni svim prethodnim susedima ¢vorova x i y.
Formalno, G/e je graf V', £’ sa skupom ¢vorova V' := (V \ {z,y}) U {v.} (gde je v,
novonastali ¢vor, tj. v, ¢ V U FE) i sa skupom grana E' := {vw € E|{v,w} N{x,y} =
o} U{vew|zw € E\{e} Vyw € E\ {e}}. (Slika 17)

Slika 17: Sazimanje grane e = xy.

Neka je X graf i neka je {V,|z € V(X)} particija skupa V' ¢iji su elementi povezani
podskupovi takvi da za svaka dva ¢vora z,y € X postoji V, —V, grana u G, ako i samo
ako je ry € E(X). Takav graf G nazivamo M X (gde "M” zna¢i "minor”) i piSemo
G = M X. Drugim rec¢ima, X dobijamo od GG sazimanjem svakog V, skupa u jedan ¢vor

i brisanjem svih paralelnih stranica ili petlji koje mogu nastati.
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Slika 18: Y O G = M X, pa je X minor grafa Y.

7 Ojlerov put

Pojam Ojlerovog’ grafa prvi put uveden je 1736. godine nakon $to je §vajcarski
matematicar Leonard Ojler predstavio reSenje poznatog matematickog problema o sedam
mostova Kalinjingrada. Naime, Kalinjingrad (danasnja Rusija) se nalazi sa obe strane
reke Pregel ukljucujuéi i dva velika recna ostrva medusobno i sa obalama povezana
mostovima. Pitanje je bilo da li je moguée napraviti takvu Setnju gradom da svaki
most bude preden ta¢no jednom uz uslov da se reka moze preé¢i samo preko mosta i
nikako drugacije. Pocetna i krajnja tacka Setnje ne moraju biti iste. Plan grada dat je

na slici 19.

Definicija 7.1 Ojlerov graf je graf kod koga je moguce napraviti setnju koja obilazi

svaku granu grafa tacno jednom.

Teorema 7.2 Povezan graf je Ojlerov ako i samo ako je svaki ¢vor parnog stepena ili

ako graf ima tacno dva ¢vora neparnog stepena. (Ojler, 1756)

Dokaz. Vrednost stepena nekog ¢vora u grafu svakako je znacajna za ovaj problem.
Svaki ¢vor mora imati tzv. ulaznu i izlaznu granu. Odnosno, ako prateé¢i neku granu iz
jednog ¢vora dodemo u drugi, ne mozemo koristiti istu granu kako bismo izasli iz tog
¢vora i presli u sledeéi. Dakle, svako teme mora imati stepen oblika 6(v) = 2k. Ako
graf ima tacno dva ¢vora neparnog stepena on je takode Ojlerov u kome Ojlerova Setnja
pocinje u jednom, a zavrsava se u drugom ¢voru neparnog stepena. Obratno, neka je

G povezan graf ¢iji su svi ¢vorovi parnog stepena i neka je

"Leonard Ojler (Leonhard Euler, 1707-1783) je bio §vajcarski matematicar i fizicar i jedan od
najznacajnijih matematicara ikada. Ziveo je i radio u Berlinu i Sankt Peterburgu. Dosao je do
velikih otkriéa u razli¢itim oblastima matematicke analize i teorije grafova, dok je dao i znacajan
doprinos granama kao §to su topologija i analiticka teorija brojeva. Takode je zasluzan za savremeni
zapis matematicke funkcije i unapredenje terminologije u matematici. Poznati su njegovi radovi i u

oblastima mehanike, dinamike fluida, optike, astronomije i teoriji muzike.
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Slika 19: Mapa Kalinjingrada u 18. veku na kojoj je istaknuto sedam mostova preko
reke Pregel. Ojler se pitao da li je moguce prosetati gradom, tako da se svaki most

prede jednom i samo jednom.

W = Vo€p..-€1—17

najduza Setnja u G koja ne sadrzi nijednu granu vise od jedanput. Kako je W najduza
Setnja i stoga ne moze biti prosirena, zakljucujemo da dolaskom u ¢vor v; prelazi sve
grane grafa. Odatle je vy = v;, pa je W zatvorena Setnja. Pretpostavimo sada da W
nije Ojlerov graf. Onda G sadrzi granu e izvan W, ali susednu sa ¢vorom u W, recimo

e = uv;. Onda je Setnja
W' = uevse;...e;_1v,€q...€,_10;
duza od W sto je kontradikcija.

O

Ovim dokazom smo pokazali da je svaki graf koji sadrzi samo ¢vorove parnog stepena
ili tacno dva ¢évora neparnog stepena Ojlerov. (Ako je u pitanju graf G sa dva ¢vora
neparnog stepena, recimo v; i v, on se svodi na graf sa svim ¢vorovma parnog stepena
tako sto podemo od npr. v; i najkra¢im putem dodemo do wv,. Obelezimo taj put sa

P. Onda je graf G’ = G — P sa svim ¢vorovima parnog stepena.)

Predstavimo sada problem sedam mostova Kalinjgrada pomocu grafa. (Slika 20)

Dakle, posto graf sa slike 20 sadrzi 4 ¢vora neparnog stepena, on nije Ojlerov. Odavde

sledi da je nemoguce napraviti takvu Setnju da se svaki most prede tacno jedanput.
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Slika 20: Problem sedam mostova Kalinjgrada predstavljen pomocu grafa.

7.1 Problem kineskog poStara

Problem kineskog postara je 1962. godine osmislio kineski matematicar Kuan. Problem

glasi:

Nadi najkraci put koji postar mora da prede kako bi u svakoj ulici jednog grada dostavio

pisma, ako znamo da je posta njegovo pocetno i krajnje odrediste.

U tezinskom grafu definiSemo tezinu zatvorene Setnje voejvy...e v kao > 0 w(e;).
Ocigledno je da se resenje problema kineskog postara svodi na nalazenje zatvorene
Setnje minimalne tezine u tezinskom povezanom grafu sa nenegativnim tezinama. Na-

zovimo takvu Setnju optimalnom.

Ako je graf G Ojlerov, onda je bilo koja Ojlerova Setnja optimalna jer posetuje svaku
granu tacno jednom. Sa druge strane, ako graf nije Ojlerov, reSenje za problem kineskog
postara je znatno komplikovanije, ali i u tom sluc¢aju postoji algoritam koji ¢e pronaci
optimalno resenje. Vratimo se sada na slucaj kada je u pitanju Ojlerov graf. Tada
se problem kineskog postara lako resava jer postoji dobar algoritam za odredivanje
Ojlerove zatvorene Setnje u Ojlerovom grafu. Sledeéi algoritam konstruise Ojlerovu

Setnju na slede¢i nacin:

Pocnimo od bilo kog ¢vora u i prelazimo grane na proizvoljan nac¢in postujucéi pritom

dva uslova:

1. Obelezimo grane koje smo presli i ako pritom rezultira izolovani ¢vor, obrisimo i

njega takode.
2. U svakom koraku koristimo most jedino u slu¢aju da nema alternativne grane.

Po definiciji ovaj algoritam konstruise Setnju u grafu G.
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Teorema 7.3 Ako je G Ojlerov graf, onda je bilo koja Setnja konstruisana po pomenu-

tom algoritmu Ojlerova.

Dokaz. Pokazimo da konstrukcija moze biti zavrsena. Pretpostavimo da smo pocevsi
od ¢vora u tokom konstrukcije Setnje stigli do ¢vora v. Ako u # v, onda je podgraf H
koji preostaje povezan (nismo presli most) i sadrzi tatno dva ¢vora neparnog stepena
(u i v).Da bismo pokazali da konstrukcija Ojlerove Setnje po ovom algoritmu moze
biti nastavljena moramo pokazati da brisanje naredne grane nec¢e dovesti do toga da
podgraf H koji ostane bude nepovezan. Ekvivalentno tome, dovoljno je pokazati da je
¢vor v incidentan sa najvise jednim mostom (ako bi v bio incidentan sa vise mostova,
prelazak i brisanje jednog od njih bi ostavilo podgraf H nepovezan). Da bismo pokazali
kontradikciju pretpostavimo da postoji jos jedan takav most, na primer vw. Posto su svi
¢vorovi Ojlerovog grafa parnog stepena, uklanjanje grane vw ostavlja ¢vor w neparnog
stepena. Dalje, ¢vor w ostaje jedini ¢vor neparnog stepena u povezanoj komponenti
(jer w ne pripada toj komponenti, u suprotnom grana vw ne bi bila most, a svi ¢vorovi
Ojlerovog grafa su parnog stepena). Kao sto je dokazano u iskazu 2.8 broj ¢vorova

neparnog stepena u povezanom grafu uvek je paran, sto je kontradikcija.

8 Hamiltonov ciklus

Za razliku od problema koji je Leonard Ojler postavio u ovom poglavlju bic¢e re¢ o
problemu da li i kada graf sadrzi ¢iklus, put ili Setnju, (zatvorenu ili otvorenu) koja
svaki ¢vor tog grafa posecuje tacno jednom. Ovde ¢e biti re¢ najvise o ciklusima sa

zadatom osobinom; takvi ciklusi se nazivaju Hamiltonovi® ciklusi. (Slika 21)

Odrediti da li graf sadrzi Hamiltonov ciklus je komplikovanije nego odrediti da li je
taj graf Ojlerov. Naredna teorema dokazuje jedan od potrebnih uslova za postojanje

Hamiltonovog ciklusa u grafu.

8Vilijam Rouan Hamilton (William Rowan Hamilton, 1805-1865) je bio irski matematicar, fizicar
i astronom koji je dao znacajan doprinos razvoju algebre, optike i dinamike. U najranijoj mladosti
Hamilton ispoljava talenat u oblasti lingvistike, pesnistva i uopste knjizevnosti i filozofije. Vrlo rano
je pokazao i talenat za matematiku. Studije je zavrSio na Triniti koledzu gde se kasnije i zaposlio
kao profesor matematike i astronomije. U svetu matematike je postao poznat i po kvaternionima, a u
svetu mehanike i fizike po tzv. Hamiltonovim jedna¢inama i varijacionom principu poznatom jo$ kao

i Hamiltonov princip.
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Slika 21: Primer Hamiltonovog ciklusa.

Teorema 8.1 (Dirak, 1952.)Svaki graf sa n > 3 ¢vorova i minimalnim stepenom naj-

mangje 5 sadrzi Hamiltonov ciklus.

Dokaz. Neka je G = (V,E) graf sa |G| = n > 31 d(G) > 2. Dakle, G je povezan;

2
u suprotnom bi stepen bilo kog ¢vora u najmanjoj komponenti C' grafa G bio manji

od |C], gde je |C| < 3. Neka je P = wg...r;; najduzi put u grafu G. Kako je P
maksimalne duzine, zaklju¢ujemo da se svi susedi ¢vorova z i x; moraju nalaziti na

putu P (u suprotnom put P ne bi bio najduzi kao $to smo pretpostavili). Odatle vazi
n
2
od ovih k < n évorova z;, i € {0,...,k} su takvi da vazi xox;1; € F (tj. da je

od ¢vorova x, ..., Tx_1 susedno sa x;, (jer mora vaziti bar §(G) > 2)

da je najmanje 5

n
2
zor;41 grana u tom grafu). Kako i z¢ i zx imaju bar po

i bar
n
2
k < n évorova) po Dirihleovom principu mora postojati ¢vor z; koji ima obe osobine,

suseda na putu P (medu

tj. vazi oz € F i zxp € E. (Slika 22)

Ty p- N T .-.\H___

Till

Slika 22: Trazenje Hamiltonovog ciklusa u dokazu Teoreme 8.1.

Sada tvrdimo da je ciklus C' := xgx;+1 Pxrx; Pro Hamiltonov u grafu G. Ovo je ta¢vno,
posto je graf G povezan, C' bi u suprotnom imao suseda u G — C', $to bi se moglo sa
razapinju¢im putem od C'u put duzi od P, §to je suprotno pretpostavci da je P najduzi

put u G.
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O

Teorema 8.1 je najbolja moguca u smislu da ne mozemo zameniti granicu 4 sa | 5 |: ako
je n neparan i ako G predstavimo kao uniju dva identi¢na grafa K'2! koji imaju jedan

zajednicki ¢vor, onda ¢e zaista vaziti 6(G) = |5], ali i (G) = 1, pa G ne moze imati

Hamiltonov ciklus.

Drugim recima, potrebno je obezbediti granicu §(G') > 7, a ako nista drugo, da je graf G
2-povezan (tj. x(G) = 2) - uslov koji je trivijalno potreban za postojanje Hamiltonovog

ciklusa, bas kao i uslov da je minimalni stepen grafa bar 2 (0(G) > 2).

Prethodno dokazana teorema je jedan od osnovnih uslova koje je potrebno ispuniti ne bi
li se osiguralo postojanje Hamiltonovog ciklusa u grafu. Postoji jos mnogo teorema koje
se bave istom temom kao Sto su Tatova teorema iz 1956. Hvatalova teorema iz 1972. ili
znacajna i lepa FlajSnerova teorema iz 1974. godine. One, medutim, u ovom radu nece

biti dokazane jer je za njihovo izvodenje potrebno viSe znanje iz teorije grafova.

8.1 Problem trgovackog putnika

U ovom problemu trgovacki putnik zeli da poseti nekoliko gradova i da se vrati na
pocetno mesto, pri cemu bi presao najkra¢i moguci put. Na primer, ako treba da poseti
pet gradova (A, B, C, D i E) i ako su njihova medusobna rastojanja ista kao na slici
23, najkra¢i moguéi put je A - B - D — E — C' — A gde je ukupna duzina koju
trgovac treba da prede jednaka 26.

Slika 23: Gradovi i njihova medjusobna rastojanja predstavljeni grafom.
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Ovaj problem se takode moze posmatrati pomocu tezinskih grafova. U tom slucaju
potrebno je na¢i Hamiltonov ciklus najmanje moguce tezine u kompletnom tezinskom
grafu. Dakle, kada bismo mogli da nademo efikasni algoritam za resavanje problema
trgovackog putnika isti algoritam bi se mogao primeniti prilikom reSavanja mnostvo

slicnih problema.

Problem trgovackog putnika, medutim, spada u klasu tzv. NP-kompletnih® problema
i jos uvek ne postoji algoritam koji bi u svakom slu¢aju u polinomijalnom vremenu

odredio optimalni put kojim bi trgovac trebao da ide kako bi obisao n gradova.

Jedno od mogucih resenja ovog problema je racunanje duzine svih Hamiltonovih ciklusa
u grafu, te trazenje najkraceg od njih. Sa druge strane, resavanje problema trgovackog
putnika sa 6 i viSe gradova na ovaj nacin je izuzetno komplikovano i neefikasno. Na
primer, ako je u pitanju 20 gradova, broj moguc¢ih Hamiltonovih ciklusa je 179!, sto je
reda veli¢ine 10'. Do sada je predlozeno mnogo algoritama koji bi bili u stanju da rese
ovaj problem, ali njihova primena u praksi ne bi bila isplativa. Takode postoji nekoliko

algoritama koji mogu izracunati priblizno najkrac¢i put.

Kako bismo odredili donju granicu optimalnog Hamiltonovog ciklusa u ovom problemu
mozemo iskoristiti pohlepni algoritam o kom je bilo re¢i u poglavlju 5. Ako bismo
izabrali bilo koji Hamiltonov ciklus u kompletnom tezinskom grafu G i ukoliko bismo
uklonili jedan ¢vor v, ostatak izabranog Hamiltonovog ciklusa bio bi razapinjuce drvo u
grafu G—uv. Dakle, bilo koji Hamiltonov ciklus se mora sastojati od jednog razapinjuceg
drveta ovog tipa zajedno sa dve grane najmanje tezine incidentne sa v. Na ovaj nacin

dobijamo donju granicu resenja problema trgovackog putnika.

Ako bismo, na primer, razmotrili kompletan tezinski graf dat na slici 24 i uklonili ¢vor C,
preostali tezinski graf bi imao ¢etiri ¢vora A, B, D i E. Minimalno tezinsko razapinjuce
drvo koje povezuje ova cetiri ¢vora sadrzi grane AB, BD i DE sa ukupnom tezinom
10 i dve grane minimalne tezine incidentne sa C' su CB i CA (ili CE) sa ukupnom
tezinom 15. (Slika 24). Dakle, trazena donja granica resenja za ovaj probelm je 25.
Kako je pravo resenje 26, vidimo da aproksimacija pomoc¢u pohlepnog algoritma moze

dati iznenadujuce dobre rezultate.

9Vige o teoriji kompleksnosti i NP klasi problema u knjizi Computational Complexity: A Modern
Approach, Sanjeev Arora i Boaz Barak, Princeton University, 2009.
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Slika 24: Primer odredivanje donje granice resenja problema trgovackog putnika pomocu

tzv. pohlepnog algoritma.

9 Hipergraf, usmeren graf, multigraf

U ovom poglavlju su bez dubljeg ulazenja u temu date jos neke definicije vezane za

grafove.

9.1 Hipergraf

Definicija 9.1 Hipergraf je par (V,E) skupova gde su elementi skupa E neprazni
podskupovi (bilo koje kardinalnosti) skupa V.

Formalnije zapisano: H = (V, E) gde je V skup ¢vorova, a £ C P(V) \ {@} gde je
P (V') partitivni skup od V.

Za razliku od grafova, hipergrafove je tesko prikazati u 2D prostoru, pa se oni uglavnom
izucavaju pomoc¢u nomenklature teorije skupova, pre nego koris¢enjem vizuelnih prikaza

iz teorije grafova. (Slika 25)

9.2 Usmeren graf

Definicija 9.2 Usmeren graf ili digraf (directed graph) je par (V,E) skupova
(¢vorova i grana) sa dva preslikavanja: init : E — 'V iter : E — V, pridajuéi svakoj

grani e pocetni ¢vor init(e) i krajngji cvor ter(e).

Primetimo jos da usmeren graf moze imati nekoliko grana izmedu dva ista ¢vora x iy

(tzv. duple grane). Ako takve grane imaju isti smer nazivaju se paralelne. Ako je u
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Slika 25: 2D prikaz jednostavnijeg hipergrafa H = (V, E). V = {vy,vq,...,07} i E =

{ela €9, €3, 64} - {{Ulv V2, U3}7 {U27 U3}7 {’037 Us, vﬁ}a {U4}}

usmerenom grafu init(e) = ter(e) takva grana se naziva petlja. (Slika 26)

Za usmeren graf mozemo reéi i da on predstavlja orijentaciju (usmerenje) neusmerenog
grafa G ako vazi V(D) = V(G) i E(D) = E(G), ali tako da vazi {init(e),ter(e)} =
{z,y} za svaku granu e = zy. Intuitivno govoreéi orijentisani graf nastaje tako sto

svakoj grani neusmerenog grafa odredimo smer od jednog kraja (¢vora) ka drugom.

Slika 26: Primer dva usmerena grafa

9.3 Multigraf

Definicija 9.3 Multigraf je par (V, E) skupova (¢vorova i grana) sa preslikavanjem
E — V U[V]? dodeljujuéi svakoj grani jedan ili dva cvora, tj. mjegove krajeve.

Kao i usmereni grafovi multigrafovi, dakle, mogu imati i petlje i vise grana ¢iji su krajevi
isti ¢vorovi. Multigraf se moze zamisliti i kao usmeren graf bez usmerenja stranica, tj.
bez ¢vorova init(e) i ter(e). Da bismo izrazili da su z i y krajevi grane i dalje pisemo

e = xy, ali time viSe nije nuzno odredena samo jedna grana.
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Graf, dakle, u sustini ima iste osobine kao i multigraf bez petlji i grana sa identi¢nim
krajevima (graf je specijalan slu¢aj multigrafa). Dve razlike izmedu grafa i multigrafa
se, medutim, isticu. Prva je da multigraf moze sadrzati cikluse duzine 1 ili 2 (petlje
i duple grane), a druga razlika se ogleda u tome sto ukoliko sazmemo granu e = zy
multigrafa G = (V, E) u novi ¢vor v,, vise nece biti potrebe za brisanjem bilo kojih
drugih grana osim e: Grane paralelne sa e postaju petlje, dok grane zv i yv postaju

paralelne i ¢iji su krajevi v, 1 v (Slika 27)

Slika 27: Sazimanje stranice e u multigrafu.

10 Primena

Teorija grafova nalazi veliku primenu u razli¢itim oblastima i naukama, ukljucujuéi
pritom proucavanje molekula i izgradnja veza u hemiji, kao i izu¢avanje atoma. Osim
toga teorija grafova ima ulogu u sociologiji za merenje, na primer, publiciteta neke javne
licnosti ili prilikom istrazivanja mehanizama difuzije. U biologiji se moze primeniti
u proucavanju migracija zivih bi¢a na taj nacin Sto bi ¢vorovi predstavljali stanista
odredenih vrsta, a grane puteve migracije izmedu tih podruc¢ja. Dobijene informacije
su od velikog znacaja u odredivanju Sablona parenja, prac¢enja ili proucavanju Sirenja
zaraza 1 parazita, kao i sagledavanju posledica koje migracije mogu ostaviti po zivi

svet.

Koncept teorije grafova je raSiren i u operacionim istrazivanjima. Na primer, problem
trgovackog putnika (v. potpoglavlje 8.1), problem nalazenja minimalnog razapinjuceg
drveta (v. potpoglavlje 5.1) ili problem nalazenja najkraceg puta u grafu (v. pot-
poglavlje 3.1.1). Takode, teorija grafova nasiroko je koris¢ena i u modelovanju mreza
transporta, istrazivanju mrezne aktivnosti i teoriji igara. Najpopularnija i najuspesnija
primena mreza u operacionim istrazivanjima je planiranje velikih, komplikovanih pro-

jekata. Neki od poznatih problema su PERT (Project Evaluation Review Technique)
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i CPM (Critical Path Method). Dalje, teorija igara se koristi za resavanje problema u
inzenjerstvu, ekonomiji i vojnim naukama za nalazenje optimalnog na¢nina za obavl-

janje odredenih zadataka u datim okruzenjima.

Najznacajnija uloga grafova u racunarskim naukama jeste razvijanje algoritama. Brojni
algoritmi su modelovani pomoc¢u grafova kako bi resili neki problem. Ti algoritmi se
koriste za resavanje teorijskih koncepata koji pomazu prilikom presavanja nekih drugih

problema. Neki od algoritama su predstavljeni i u ovom radu.

Veoma veliku i znacajnu ulogu i izuzetno raSirenu primenu ima oblast teorije grafova
poznata pod imenom bojenje grafa. Iako ova oblast nije obradena u ovom radu jer je za
njeno temeljno razumevanje potrebno dublje znanje iz razlic¢itih drugih oblasti teorije
grafova, razni problemi se mogu predstaviti upravo pomocu tehnika iz bojenja grafova.
Ispravno bojenje grafa jeste bojenje ¢vorova pomoéu najmanjeg moguceg broja boja
tako da nikoja dva susedna ¢vora nisu obojeni u istu boju. Najmanji broj boja koji
zadovoljava ove uslove naziva se hromatski broj, a tako obojen graf je ispravno obojen
graf. (Slika 28)

Slika 28: Primer ispravno obojenog grafa.

Nekoliko primera u kojima bojenje grafa moze na¢i primenu su:
1. Bojenje mape sveta - nikoje dve susedne drzave nisu obojene istom bojom.

2. Planiranje letova - pretpostavimo da postoji k aviona kojima treba biti dodeljeno
n letova. Ako bi i-ti let uzimao vremenski interval (a;, b;), bilo kom drugom letu
¢iji vremenski interval bi se preklapao sa datim ne bi mogao biti dodeljen isti avion.
Problem moze da se modeluje na slede¢i nacin: ¢vorovi grafa bi predstavljali

letove, a grane bi povezivale one letove ¢iji vremenski intervali se preklapaju.
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Taj graf bi, dakle, mogao biti optimalno obojen u polinomijalnom vremenu gde
bi hromatski broj grafa bio najmanji moguéi broj potrebnih aviona da se dati

problem resi.
3. Problem umetnicke galerije!® (Art gallery problem).

Bojenje grafa, naravno, ima mnogo vecu i raSireniju primenu, ali s obzirom da ta tema

nije obradena u radu, nece biti dugljeg ulazenja u istu.
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